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12.1　今回の気になる点
数学Ⅱで扱う指数関数 y ＝ ax および対数関数 y ＝ loga x のグラフの指導において，底 a
が 0 ＜ a ＜ 1 の場合についての生徒への印象づけは工夫を要するところであろう，教科書
の囲み（要点まとめ）では，a ＞ 1 の場合は増加関数，0 ＜ a ＜ 1 の場合は減少関数と区
別して記されているが，生徒の印象は a ＞ 1 の場合のほうがなぜか強いようである．0 ＜
a ＜ 1 を満たす整数がないせいかもしれない．何とかして 0 ＜ a ＜ 1 の場合も印象づけた
いものである．
0 ＜ a ＜ 1 の場合にあるものとして，y ＝ ax あるいは y ＝ loga x のグラフが直線 y ＝ x
と共有点をもつことが教科書の図に示されていて，この点において y ＝ ax のグラフと y
＝ loga x のグラフも交わる．この点の存在は 1 つ 0 ＜ a ＜ 1 の場合を印象づける材料とな
る．ただし，この点に関する注釈ないし説明は教科書に全く記されていない．それは数学
Ⅱの水準を越えた説明となるからである．この稿ではこの共有点について調べ，すべての
生徒に適するものではないが，一定の興味をもたせることのできる題材となりうることを
紹介する．数学Ⅲあるいはその先の数学にもつながりうる内容として，0 ＜ a ＜ 1 の場合
を印象づける 1 つの材料になるであろう．
O
P1
x
y = xa
1
y
y = x
y = alog x
図 1　0 ＜ a ＜ 1 の場合
指数関数と対数関数の交わる点
――数学Ⅱに現れる極限値 aa
aaa
a
――
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《注意》実際には，a ＞ 1 であっても y ＝ ax あるいは y ＝ loga x のグラフが直線 y ＝ x と共
有点をもつ場合もある．たとえば，a ＝√2￣ のとき，（√2￣ ）2 ＝ 2 すなわち log √2￣  2 ＝ 2
であり，また（√2￣ ）4 ＝ 4 すなわち log √2￣  4 ＝ 4 となるから，共通点は（2, 2）（4, 4）の
2 個である．
12.2　直観的な見通し
問題の点を P （p, p）とおく．点 P の性質と p の値を調べることが目標である．定義か
らすぐに 
ap ＝ p　　　……①
あるいはこれと同値な式
loga p ＝ p　　　……②
が成り立つことが分かる．これらの条件を満たすものとして
p ＝ aa
aa
aa
　　　……③
という値が該当するのではないか，という指摘は，一面において生徒の理解が得られやす
いと思われる．ここで「 …」は指数が無限に連続することを表すものとする．実際③を
仮定すれば，①および②の条件
ap ＝ aa
aa
aa
＝ p
あるいは
loga p ＝ loga a
aa
aa
a
＝ aa
aa
aa
loga a ＝ p
が成り立つことが容易に見通せる．問題は③の右辺の極限がどのように定義されるのか，
また果たして収束するのか，という点であり，これは明らかに数学Ⅱの範囲を越えている．
数学Ⅱをはじめて学んでいる生徒の大部分に対しては，その先の数学Ⅲにつながる話とし
て紹介するに留めておくのが適当と思われる．
12.3　本論
0 ＜ a ＜ 1 のとき，数列｛ pn ｝を p0 ＝ 1 ， pn+1 ＝ a
pn によって帰納的に定義する．
以下に示すとおり，この数列は収束する．数列｛ pn ｝の極限値を前節の式③で表すこ
とに異論はないであろう．
まず関数 y ＝ ax は単調減少で，グラフが 2 点（ 0 , 1 ） , （ 1 , a ） を通り，直線 y ＝ x が
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2 点（ 0 , 0 ） , （ 1 , 1 ） を通るから，中間値の定理より，これらの共有点 P （ p , p ）が唯
1 つあって，その y 座標 p は a ＜ p ＜ 1 を満たすことが分かる．2 つの関数 y ＝ ax と y ＝
loga x のグラフは直線 y ＝ x に関して対称であるから，この 2 つの関数のグラフは点 P に
おいてのみ交わる．
数列｛ pn｝の定義より，関数 y ＝ a
x について
x ＝ pn のとき y ＝ a
pn ＝ pn+1　……④
であり，また y ＝ loga x について
y ＝ pn のとき，pn ＝ loga x を満たすのは x ＝ a
pn ＝ pn+1　……⑤
であることに注意する．
y ＝ ax および y ＝ loga x のグラフを記した座標平面において次のような点列 { An } を
考える．y ＝ ax と y 軸との交点（ 0 , 1 ） すなわち（ 0 , p0 ）を A0 とする．A0 を通り x
軸と平行な直線と y ＝ loga x との交点を A1 とすると，A1 の座標は（ a , 1 ）すなわち
（ p1, p0 ）である．A1 を通り y 軸と平行な直線と y ＝ a
x との交点を A2 とすると，A2 の
座標は（ a , aa ） すなわち（ p1 , p2 ）である．A2 を通り x 軸と平行な直線と y ＝ loga x と
の交点を A3 とすると，A3 の座標は（ a
aa , aa ）すなわち（ p3 , p2 ）である．以下同様に
A4，A5，A6，…を定めていく．
A1
A3
A2
A4
A0
P
O
x
y
y = xa
y = alog x
図 2　点列 { An }
n が偶数の場合と奇数の場合に分けて並べると，
A0（ 0 , p0 ）　A2（ p1 , p2 ）　A4（ p3 , p4 ）　A6（ p5 , p6 ）　…
　　　A1（ p1 , p0 ）　A3（ p3 , p2 ）　A5（ p5 , p4 ）　A7（ p7 , p6 ）　…
となる．A2k と A2k+1 において x 座標は p2k-1 と p2k+1 であるが，グラフより明らかに 
74
p2k-1 ＜ p2k+1 ＜ p が成り立つ．また，A2k-1 と A2k において y 座標は p2k-2 と p2k であるが，グ
ラフより明らかに p2k-2 ＞ p2k ＞ p が成り立つ．すなわち，
p1 ＜ p3 ＜ p5 ＜…＜ p2k-1 ＜…＜ p
p2 ＞ p4 ＞ p6 ＞…＞ p2k ＞…＞ p
であり，奇数番目の項からなる数列｛ p2k-1 ｝は上に有界な単調増加列，偶数番目の
項からなる数列｛ p2k ｝は下に有界な単調減少列であることが分かる．よって部分列
｛ p2k-1 ｝および｛ p2k ｝はいずれも収束し，それぞれの極限値を p および p とおくと， 
p ＜ p ＜ p が成り立つ．
高校生に対しての説明であれば，グラフから直観的に
p ＝ p ＝ p
が成り立ち，従って数列｛ pn ｝は p に収束するとして構わないと思われる．が，ここで
はもう少しきちんと述べてみよう．
f（x）＝ ax，g（x）＝ loga x とおくと，これらは連続関数であるから
( ) ( )pfpf kk =−→∞ 12lim ， ( ) ( )pgpg kk =−→∞ 12lim となるが，④，⑤を用いて
({ )( )pp g pf kk −=( ) p pf − −→∞ 12 ( ) }pg k−12lim {p kk − −= = = 0→∞ 2 }p k−22lim
よって，x ＝ p において 2 つの関数の値が一致するから p ＝ p である．同様にして 
p ＝ p も得られる．
ゆえに，数列｛ pn ｝は p に収束する．数列｛ pn ｝は
 pn ＝ 1， pn+1 ＝ a
pn
によって帰納的に定義されるから，その極限値は p ＝ aa
aa
aa
である．
以上により，0 ＜ a ＜ 1 の場合，指数関数 y ＝ ax および対数関数 y ＝ loga x のグラフの
共有点 P （ p , p ） について
p ＝ aa
aa
aa
が成り立つことが分かった．
12.4 具体例
正の数 p に対して a=pp
1
として a を定めると，明らかに
ap ＝ p……①
が成り立つ．とくに 0 ＜ p ＜ 1 のとき，対応する a は 0 ＜ a ＜ 1 であるから，前節の結論
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より，a と p の対応において同値
a=pp
1
⇔ p ＝ aa
aa
aap ＝ a
・・・
・
が成り立つ．
例　 p= 2
1 のとき a= =2
21
4
1 となり， =4
1
2
12
1
である．よって
=4
1
2
14
1 4
1 4
1
が成り立つ．一般に，自然数 m，n が m ≦ n であるとき，
p= ,n
m
n
m= n
m=a=pp
1 m n
n
m
n
とおくと， =a =  p ppp
p1
であり，よって
= =a paa
a a
n
m
が成り立つ．
a= 4
1 ， p= 2
1 のとき，実際に Excel で最初の 30 項を計算してみると，下記のよう
になる．
表 1　 a= 4
1 の場合の aaa
aa
a・
・・
・
の収束のようす
p1= 0.25 p2= 0.707106781
p3= 0.375214227 p4= 0.594426997
p5= 0.438651165 p6= 0.544384415
p7= 0.470162432 p8= 0.521115523
p9= 0.485575977 p10= 0.5100986
p11= 0.493048953 p12= 0.504841387
p13= 0.496655442 p14= 0.502323653
p15= 0.498391958 p16= 0.501115853
p17= 0.499227147 p18= 0.500535988
p19= 0.49962862 p20= 0.500257488
p21= 0.499821555 p22= 0.500123704
p23= 0.499914262 p24= 0.500059432
p25= 0.499958806 p26= 0.500028554
p27= 0.499980208 p28= 0.500013719
p29= 0.499990491 p30= 0.500006591
…………… ……………
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奇数番目の項は p= 2
1 より小さく，偶数番目の項は p= 2
1 より大きく，それぞれ単調に
p= 2
1 に収束している．
参考文献
［1］俣野 博 他，文部科学省検定済教科書「数学Ⅱ」，東京書籍（2012）
